
1.  は じ め に

　一般に，自由空間において，マクスウェルの方程式から
導かれる平面電磁波は進行方向成分をもたない横波となる
ことが，自由空間におけるガウスの法則
 ∇�E��＝ 0 （ 1）
 ∇�B��＝ 0 （ 2）
を用いて導かれる1）．この事実は，電磁波が一般に進行方
向成分をもたない横波であるという認識を与えがちであ
る．一方，光渦は，さまざまな分野に応用が期待されてい
る興味深い形態の電磁波であるが 2），ベクトルビームとよ
ばれるある種の光渦は進行方向成分を伴う光波となること
が知られている 3，4）．このことは，電磁波は横波である
が，進行方向成分を伴うことができる横波であることを示
している．ガウスの法則は直交座標系では，

   （ 3）

   （ 4）

と変形できるが，z方向に伝搬する電磁波について左辺が

∂Ez＝－∂Ey＋∂Ex

∂ z∂ y ∂ x

∂Bz＝－∂By＋∂Bx

∂ z∂ y ∂ x

ゼロとならない場合，すなわち進行方向に垂直な成分の発
散がゼロとならない場合は，進行方向の z方向にも成分を
もつ電磁波を生じることが，このガウスの法則から要求さ
れる．本報告においては，マクスウェル方程式の簡明な解
のひとつとして光渦を考察し，光渦が進行方向成分を伴い
得ることをガウスの法則の要請として理解できることを示
す．さらに，この光渦の進行方向成分は，ポインティング
ベクトルはゼロであるが，電場と磁場の位相が 90度ずれ
て伝搬するため，空間の各点で時間的に一定のエネルギー
を有して伝搬することを示す．また，光波の進行方向成分
の渦価（トポロジカルチャージ）についても検討する．こ
のような例として，ラゲールガウスビームについて，数値
シミュレーションを用いて示す．

2. 光渦の進行方向成分
　角周波数 w の単色の光波の電磁場の各成分は，位置に
関する複素振幅と時刻に関する複素振幅の積として
　　　　U�r ��, t�＝ U�r ��� exp �－iw t�

　　　 　　　　＝ A�r ��� exp �iy �r ���� exp �－iw t� （ 5）
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と表現できる．ここで，iは純虚数，A�r ���は実数値の振幅
分布，y �r ���は位相分布である．振幅 A�r ���がゼロとなる点
では位相y �r ���は不定となるが，この点のまわりでは位相
が定義できる．振幅がゼロとなる点が線状をなし，そのま
わりの等位相面がらせん状となっている光波を，光渦とよ
ぶ．光渦を特徴づける指標として渦価があり，渦価 Qは
閉曲線 Cに沿った積分値

 Q＝ �C ∇y �r ����ds� （ 6）

として求められる．光渦は，振幅ゼロの軸のまわりの閉曲
線について求めた渦価がゼロと異なる整数値となる光波で
ある．
　光渦の簡明な例として，電磁場の各成分が z軸を光軸と
する円柱座標系で，
 Uj �r, j , z, t�＝ Cj r �lj� exp �ikz� exp �iljj� exp �－iw t� （ 7）
と表せる光波を考える．ここで，kは波数，r, j は z軸か
らの距離および z軸に垂直な断面内の円周方向の位相であ
る．添え字の j は x, y, z であり，Cjは定数，ljはゼロ以外 

の整数定数とする．この光波は z 方向に進む光波で，式
（ 6）から渦価 Q＝ ljの光渦である．振幅は平面波とは異
なって z軸上でゼロであり，z軸からの距離とともに大き
な値となる．この光波を直交座標系で記すと，
　 Uj �x, y, z, t�＝ Cj �x＋i sgn�lj�y� �lj� exp �i�kz－w t�� （ 8）
となるが，位置に関する項 uj �x, y, z�＝ C j �x＋i sgn�lj�y� �lj� 

exp �ikz�は，ヘルムホルツの方程式
 ∇2uj＋k2uj＝ 0 （ 9）
を近似を伴うことなく満たしている．すなわち，式（ 7），
（ 8）で表される光波はマクスウェル方程式から導かれる
波動方程式の解のひとつである．
　そこで，まず電場が y方向に偏光して z方向に進行する
光波，
　　　　Ex �x, y, z, t�＝ 0,

　　　　Ey �x, y, z, t�＝ Ea �x＋iy� exp �i�kz－w t�� （10）
について考える．ここで，Eは定数，a は単位を揃えるた
めの定数で，xy平面内において光軸から離れるに従って
振幅分布がどの程度急峻に立ち上がるかを示している．こ
の光波はマクスウェル方程式から導かれる波動方程式を満
たしており，ある時刻における光軸（z軸）のまわりのら
せん状の等位相面が軸方向に対して左回りである．すなわ
ち，この光波は渦価が＋1の光渦である．
　光波は波動方程式の解であると同時に，マクスウェルの
方程式を満たさなければならない．式（10）とガウスの法
則（式（ 3））から，

1
2p

 Ez＝－  exp �i�kz－w t�� （11）

となり，式（10）で表される光波の電場は必ず進行方向に
成分を有することになる．磁場は式（10），（11）とファラ
デーの法則

 ∇×E��＝－  （12）

より，

　　　　Bx＝－ a �x＋iy� exp �i�kz－w t��,

　　　　By＝ 0,

　　　　Bz＝－i a exp �i�kz－w t��

　 　　　　  （13）

となって，電場と同様に磁場にも進行方向成分を生じるこ
とがわかる．ここで，cは光速である．式（10），（11），
（13）で表される光波は，マクスウェル方程式を満たす解
のひとつであることを簡単に確認することができる．Fig. 

1に模式的に示すように，この光波は，電場と磁場の位相
が 90度ずれた進行方向成分を伴って伝搬することがわか
る．進行方向成分については，瞬時的には Ez＝－cBzは成
立せず，Ez＝－icBzとなっている．進行方向に垂直な横波
成分は光軸上が振幅ゼロの位相特異点となるが，進行方向
成分は式（11），（13）に示すように光軸上も振幅ゼロとは
ならず，光軸に垂直な面内で振幅の等しい平面波となって
いる．このため，波長程度の光軸近傍では進行方向成分が
電磁波の主成分となっている．
　また，進行方向成分のエネルギー密度は，電場と磁場の
位相が 90度ずれていることから，

Ea
k

∂B��
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E
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Fig. 1　Illustration of electromagnetic field of parallel compo-
nent and perpendicular component to the propagation direc-
tion of linearly polarized optical vortex.



　   （14）

と時間的に一定値となっている．横波成分のエネルギー密
度は，

　 

　　   （15）

であるので，この光波は，進行方向成分の電場と磁場が交
互にエネルギーを受け渡しながら時間的に一定のエネル
ギーを保持して伝搬する電磁波であり，波長程度の光軸近
傍では進行方向成分がエネルギーの主成分となっている．
　進行方向成分のポインティングベクトル S��＝ E��×
�1/m 0� B�� は，電場と磁場が平行であるためにゼロとなる
が，マクスウェル方程式と矛盾することなく電磁エネル
ギーを伝搬できることを示す．ポインティングベクトル
は，エネルギー密度 w＝ �1/2� e 0 �E�� �2＋�1/2m 0� �B�� �2との間
に，マクスウェル方程式から，エネルギー保存則形式の

   （16）

を満たすことが導かれる5）．ここで，J�� は電流密度である．
したがって，光源の存在しない自由空間では，

   （17）

となる．このため，一般にポインティングベクトルがエネ
ルギー流の指標として用いられているが，ここで示してい
る光波の場合は進行方向成分の電場と磁場の位相が 90度
ずれて伝搬しているために，進行方向成分のエネルギー密
度は式（14）に示したように時間的に一定となり，した
がって式（17）の右辺の値もゼロとなるので，エネルギー
保存則に抵触することなくエネルギーが伝搬される．すな
わち，進行方向成分は，ポインティングベクトルはゼロで
あるが，電場と磁場の位相が 90度ずれているためにマク
スウェル方程式および式（17）と矛盾することなく，電場
と磁場が交互にエネルギーを受け渡しながら，空間の各点
でのエネルギー密度が時間的に一定値となって，エネル
ギーを伝搬することができる．
　電磁気学の講義などにおいては，マクスウェルの方程式
から波動方程式を導出し，平面波の場合を分析して，ガウ
スの法則から平面波が横波であることを示すことが多い．
このことから，電磁波は進行方向の成分をもたないという
固定観念を抱きやすい．しかし，ここで示したように，一
般には電磁波は進行方向成分を伴うことができる．ここで
は，そのような電磁波の簡単な例を提示した．マクスウェ

e 0E2a 2

＝�Re �Bz��21＋e 0 �Re �Ez��21
wz＝ k22m 02

�Re �Bx��21e 0 �Re �Ey��2＋1
w�＝ 2m 02

 
y

 kz－w t＋tan－1＝ a 2�x2＋y2�e 0E2 cos2 

x

＝－J���E��
∂w∇� S��＋∂ t

∂w∇� S��＝－∂ t

ルの方程式の解としての電磁波に要求される属性は，進行
方向成分をもたない横波となるということではなく，進行
方向成分のみとなることはなく必ず横波成分を伴うという
ことである．すなわち，電磁波は横波成分のみの電磁波と
なることもできるが，進行方向成分を伴うこともできる，
との認識に立つべきである．
　スペックル場には光渦が多数分布する6）．それらの多く
は，直線偏光で渦価± 1の光渦であるので，これらの光渦
は上記の考察から進行方向成分を伴っていると推測でき
る．すなわち，進行方向成分を伴う電磁波は特殊事例では
なく，一般的なものであるということができる．
　なお，光渦が必ず進行方向成分をもつというわけではな
い．例えば，ここで示した光波が直線偏光ではなく，左回
り円偏光

　　 

　　   （18）

の場合，式（ 3）の左辺は横波成分のみの平面波と同様に
ゼロである．したがって，進行方向成分は Ez �x, y, z, t�＝
0であり，進行方向成分をもたない光渦となる．一方，右
回り円偏光

　　 

　　 Ey�x, y, z, t�＝ Ea �x＋iy� exp � i �kz－w t�� （19）
の場合，進行方向成分は

   （20）

となり，式（11）の 2倍の進行方向成分を伴う光渦となる．
　式（10）では，進行方向に垂直な断面において電場の振
幅は光軸からの距離に比例していたが，これを式（ 7）に
示したように一般化して，
　　　　Ex �r, j , z, t�＝ 0,

　　　　Ey �r, j , z, t�＝ Ea r �l� exp � i �lj＋kz－w t�� （21）
という光波を考える．l がゼロのときは平面波に対応す
る．lが1以上の整数であるとき，この光波は渦価 lの光渦
となる．l＝ 1のときは上記で考察した式（10）に一致す
る．直交座標系では式（21）は
　　　　Ex �x, y, z, t�＝ 0,

　　　　Ey �x, y, z, t�＝ Ea �x＋iy�l exp � i �kz－w t�� （22）
となるが，このとき，電場の進行方向成分は

　　　　Ez＝－ l �x＋iy�l－1 exp � i �kz－w t�� （23）

である．lが 2以上の整数であるとき，磁場は，

  ,
p

Ex�x, y, z, t�＝ Ea �x＋iy� exp  i kz－w t－
2

  Ey�x, y, z, t�＝ Ea �x＋iy� exp  i kz－w t

  ,
p

Ex�x, y, z, t�＝ Ea �x＋iy� exp  i kz－w t＋
2

 exp � i �kz－w t��
Ea

Ez＝－2
k

Ea
k
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　　　　 ×exp � i �kz－w t��

　　  

　　  （24）

である．l＝ 1の場合と異なり，進行方向成分も渦価 �l－
1�をもっていることがわかる．すなわち，進行方向成分は
軌道角運動量には寄与しないが，渦価をもつことができ
る．このとき光軸（z軸）上の進行方向成分もゼロとなる
ので，特に lが 3以上の場合には，空間中に電磁場の振幅
がゼロとなる孤立軸が生じることになる．

3.  ラゲールガウスビーム
　光渦としてよく分析されているラゲールガウスビーム
（以後LGビームと略記する）の進行方向成分について調査
する．LGビームは，円筒座標系における近軸近似にもと
づくヘルムホルツ方程式の変数分離の解として，

　　 

　 　　　　　　　× 

　 　　　　　　　×exp �ilj� exp � i �kz－w t－g �z���,

　　　　　　 j＝ tan－1 ,

　 　　　　w�z�＝ w0 ,

　 　　　　
a �z�＝

 
,

　 　　　　b �z�＝ ,

　 　　　　g �z�＝ �2p＋�l�＋1� tan－1  （25）

と表される2）．ここで，l, pはモードを表す自然数，Cは定
数，w0はビームウエスト，w�z�はビーム径，zRはレイリー
長を表している．lは渦価に等しい．
　近軸近似にもとづく解は，進行方向成分（光軸方向成
分）をもたないものと認識されがちであるが，一般に近軸
近似は，光波に対して進行方向成分をもたないことを要求
するものではないことに注意したい．z方向に進む単色の
光波の電場ベクトルの各成分を
　　　Ej �x, y, z, t�＝ Aj �x, y, z� exp � i �kz－w t�� （26）

Ea �x＋iy�l 
k

�x＋iy�l－2＋Eal�l－1�
Bx＝－ wkw

 exp � i �kz－w t���x＋iy�l－2Eal�l－1�
By＝－i

kw

  
p
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Bz＝－ 2ck

 
2r 2

 Lp 
�l� �l�

 
r 2
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z

 
zR

と表す．ここで，jは x, y, zである．ガウスの法則は，電
場ベクトルの各成分間の関係についての拘束条件を与える
ものであり，

　　 

　　　　　　   （27）

すなわち，

  

  （28）
が成り立つことを要請する．一方，近軸近似では各成分
Aj �x, y, z�が zに対してなめらかに変化し，

   （29）

が成り立つことを仮定する．式（29）は成分 Aj �x, y, z�に
ついての zに関する変化と成分の値との関係を表す式で
あって，進行方向に垂直な成分の進行方向に垂直な方向の
変化，例えば ∂Ax �x, y, z�/∂ xが進行方向成分 kAz �x, y, z�よ
り小さいことを要求するものではない．したがって，式
（29）のうち，

   （30）

を式（28）に用いると，

　　　  （31）

となって，進行方向に垂直な振幅成分 Ax �x, y, z�, Ay �x, y, z�

について進行方向に垂直な x, y方向への変化があれば，す
なわち進行方向に垂直な成分の発散がゼロでなければ，進
行方向成分 Az �x, y, z�はゼロとはならないことがわかる．
このように近軸近似は進行方向成分を有する解を許容して
おり，ガウスの法則を用いて進行方向成分を推定すること
が可能である．なお，近軸近似を用いない LGビームの表
現とその分析方法については，例えば文献 7）で扱われて
いる．
　いま，x軸方向に偏光した l＝ 1, p＝ 0の LGビームを
考えると，

　　　 

　 　　　　×exp �－ikr 2b �z�� exp �ic �z, t��,

　 　　Ey＝ 0,  （32）
ただし，c �z, t�＝ kz－w t－g �z�と置く．したがって，自由
空間におけるガウスの法則と近軸近似から，

∂Az �x, y, z�＋∂Ay �x, y, z�＋∂Ax �x, y, z�
 ∇�E��＝

∂ z∂ y∂ x

exp � i �kz－w t��＝ 0 ＋ikAz �x, y, z�

＋ikAz �x, y, z�＝ 0
∂Az �x, y, z�＋∂Ay �x, y, z�＋∂Ax �x, y, z�

∂ z∂ y∂ x

≪ kAj �x, y, z�
∂Aj �x, y, z�

∂ z

≪ kAz �x, y, z�
∂Az �x, y, z�

∂ z

 
∂Ay �x, y, z�＋∂Ax �x, y, z�

 
i

Az �x, y, z� 	
∂ y∂ xk

 
r 2

 r exp �ij� exp  －a �z�
Ex＝  2

w2�z� w�z�
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　 　　×  

  （33）
となる．すなわち，この LGビームは進行方向成分を伴っ
て伝搬していることがわかる．この進行方向成分には l＝
1の渦価を有する成分が含まれている．
　左回り円偏光

　　　 

　  　　　　×exp �－ikr 2b �z�� exp �ic �z, t��,

　　　 

　  　　　　×  （34）

の場合には，ガウスの法則と近軸近似から

  

　  　 × 

  （35）
となり，渦価 l＝ 2の進行方向成分を伴う．また，光軸上
は進行方向成分もゼロとなるので，完全な振幅ゼロの孤立
軸となる．一方，右回り円偏光

　 　 

　  　　　×exp �－ikr 2b �z�� exp �i c �z, t��,

　 　 

　  　　　×  （36）

の場合，同様にガウスの法則と近軸近似から

  

　 　　×exp �－ikr 2b �z�� exp �ic �z, t�� （37）
となって，渦価ゼロの進行方向成分となる．光軸上は進行
方向成分のみが伝搬する．このように等位相面が左回りの
LGビームの場合，進行方向成分の渦価と偏光状態との間
には，

進行方向成分の渦価＝横波成分の渦価＋1　
 （左回り円偏光），

進行方向成分の渦価＝横波成分の渦価＋0　
 （直線偏光），
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進行方向成分の渦価＝横波成分の渦価－1　
 （右回り円偏光） （38）
の関係がある．
　LGビームの伝搬を FDTD（finite-di›erence time-domain）
法を用いて数値シミュレーションした結果を示す．解析領
域は，z軸方向に 176セル，z軸に垂直な断面を 128×128

セルとする．1セル幅 D は波長 l の 20分の 1とし，タイ
ムステップ D tはクーランの安定条件 8）（数値計算が発散せ
ず妥当な値を出すための条件）cD t � D / を満たすよう
に，�l /20�/�3c�としている．解析領域の壁は，反射を抑え
た吸収端とするために解析領域の周囲を 8 層の PML

（perfectly matched layer）8，9）で囲み，反射率を 10－6とし
た．光源は z＝ 20 セルの xy 平面上に配置する．Fig. 2

に，右回り円偏光および左回り円偏光の l＝ 1, p＝ 0 の
LGビームについて，z＝ 120セル（光源から 5波長分）の
位置の光軸に垂直な断面（xy平面）における電場の x 成分
と進行方向成分（z成分）の瞬時値分布とその位相分布を

3
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Fig. 2　Perpendicular component and parallel component of 
electric field on xy plane at z＝ 120 of LG beam with its topo-
logical charge being＋1 for the case of right circularly polar-
ized wave or left circularly polarized wave. （a）: amplitude 
distribution and（b）: phase distribution of perpendicular 
component（x component）. （c）: amplitude distribution and
（d）: phase distribution of parallel component（z component）
of right circularly polarized wave.（e）: amplitude distribution 
and（f）: phase distribution of parallel component（z compo-
nent）of left circularly polarized wave.



示す．右回り円偏光の場合には，z成分すなわち進行方向
成分が光軸中心付近にも，まわりの横波成分に比べて数分
の 1程度の無視できない大きさで分布していることがわか
る．このように進行方向成分が横波成分に比べて無視でき
ない大きさとなる原因は，式（31）に示したように，光軸
に垂直な成分の発散がゼロとは異なる値となることにあ
る．式（36），（37）から，この光軸中心付近の進行方向成
分のうち式（37）の第 1項に対応する量は，光軸から波長
程度の範囲内では，横波成分に比べて無視できない量とし
て伝搬とともに保たれることが予想される．左回り円偏光
の場合には，進行方向成分は z軸上の値がゼロとなり，z

軸のまわりに分布して渦価が＋2となっていることがわか
る．この進行方向成分は，式（34），（35）から，横波成分
に比べて伝搬に伴う減衰が大きく，伝搬とともに無視でき

る量となっていくことが予想される．Fig. 3に，右回り円
偏光で l＝ 1, p＝ 0の LGビームについて，電場と磁場の
進行方向成分（z成分）の z軸上での瞬時値の値を規格化
して示している．電場と磁場の進行方向成分は位相が 90

度ずれて伝搬していることがわかる．

4.  ま と め

　進行方向成分を伴う電磁波がマクスウェル方程式の解の
ひとつであることを示した．光渦は進行方向の電磁場成分
を伴って伝搬することのできる電磁波であり，このことは
自由空間におけるガウスの法則からの要請という観点から
理解できることを示した．この進行方向成分は，電場と磁
場の位相が 90 度ずれているため，電場と磁場にエネル
ギーを交互に受け渡しながら総和の電磁エネルギー密度が
時間的に変動することなく一定値となった状態で伝搬する
こと，また進行方向成分も渦価をもち得ることを示した．
これらのことを，ラゲールガウスビームについて FDTD

法を用いた数値シミュレーションによって確認した．ま
た，このとき進行方向成分の渦価と偏光状態とは簡単な関
係をもっていることを確認した．
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Fig. 3　Normalized electric field and magnetic field of parallel 
component（z component）on z-axis（propagation direction）
of LG beam with its topological charge being＋1 for the case of 
right circularly polarized wave. Considering the time step and 
the cell di›erence between electric field and magnetic field on 
this FDTD numerical simulation, the phase di›erence between 
electric field and magnetic field is 90 degree.


